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Продемонстрировано скачкообразное поведение координат планет и Луны, а также их производ-
ных, получаемых из их современных эфемерид, на границах смежных интервалов интерполирова-
ния. Демонстрация выполнена на примере эфемерид DE436. С помощью численного интегрирова-
ния уравнений движения двух астероидов показано, что в случае согласования шага численного ин-
тегрирования с границами эфемеридных интервалов интерполирования точность интегрирования
повышается на несколько порядков. Кроме того, с целью устранения скачков самих координат и их
первых производных, возникающих при расчетах с расширенной и четверной точностью, разрабо-
тан и применен алгоритм сглаживания эфемерид на границах интервалов интерполирования, поз-
воляющий устранять скачки координат и их производных до любого заданного порядка. Показано,
что при расчетах с четверной точностью применение эфемерид, сглаженных до первых производ-
ных, позволяет повысить точность численного интегрирования примерно на 10 порядков.
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Данное сообщение представляет исследования
(Батурин, 2012; 2014; Батурин, Вотчель, 2014), свя-
занные с решением проблемы повышения точно-
сти численного интегрирования уравнений движе-
ния астероидов при учете возмущений от больших
планет и Луны с помощью эфемерид, выпускаемых
Лабораторией реактивного движения (JPL) США
(ftp://ssd.jpl.nasa.gov/pub/eph/planets).

Известно, что в современных эфемеридах
больших планет и Луны на границах смежных ин-
тервалов интерполирования сохраняется непре-
рывность координат и их первых производных, а
производные второго и более высокого порядка
терпят разрывы. Кроме того, во всех выпущенных
к настоящему моменту времени эфемеридах ко-
эффициенты при полиномах Чебышева приведе-
ны лишь с 16-ю десятичными знаками (так назы-
ваемые числа двойной точности). Однако в по-
следнее время все чаще применяются расчеты с
расширенной точностью (Черницов, Батурин,
2001; Сюсина и др., 2012; Батурин, 2016; Черни-
цов и др., 2016), при которых интерполируемые
координаты и их первые производные уже не яв-
ляются непрерывными, а имеют скачки на грани-
цах эфемеридных интервалов примерно в 15–16-м
десятичном знаке.

Указанные скачки неизбежно проявляются в
поведении правых частей дифференциальных
уравнений, описывающих движение астероидов,
поскольку правые части непрерывным образом
зависят от координат возмущающих тел. Поэтому
они также на границах эфемеридных интервалов
имеют скачки, а именно: при расчетах с двойной
точностью – скачки производных второго и более
высоких порядков; при расчетах с расширенной
точностью – скачки самих правых частей и их
первых, вторых и т.д. производных. Такое поведе-
ние правых частей приводит к снижению точно-
сти численного интегрирования уравнений движе-
ния в обоих случаях, так как все методы численного
интегрирования, как правило, предполагают не-
прерывность функций правых частей и их гладкость
до сколь угодно высокого порядка.

В настоящем сообщении применяются два
способа (Батурин, 2012; 2014; Батурин, Вотчель,
2014) устранения влияния указанных скачков на
точность численного интегрирования уравнений
движения. Первый способ (способ “сглажива-
ния” эфемерид) заключается в исправлении ко-
эффициентов при полиномах Чебышева таким
образом, чтобы при расчетах с расширенной или
четверной точностью на границах смежных ин-
тервалов интерполирования сохранялась непре-
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рывность координат, получаемых из эфемерид, и
их производных до какого-либо заданного поряд-
ка. Второй способ заключается в согласовании
шага интегрирования с границами интервалов
интерполирования и позволяет избавиться от
влияния на точность численного интегрирования
разрывов производных от интерполируемых ко-
ординат второго и более высокого порядка.

С целью демонстрации возможного повыше-
ния точности численного интегрирования уравне-
ний движения было выполнено прямое и обратное
интегрирование движения двух астероидов, имею-
щих ряд тесных сближений с планетами: 2017 FN128
(a = 1.84 а. е., e = 0.55, i = 61.1°) и 2017 FO63
(a = 2.37 а. е., e = 0.84, i = 2.1°). Подчеркнем, что
это не реальное прогнозирование движения асте-
роидов, а лишь модельные примеры для иллю-
страции предложенных способов повышения
точности численного интегрирования.

В модельных примерах при интегрировании
учитывались возмущения от девяти планет и
Луны с использованием эфемерид DE436 в их ис-
ходном и сглаженном вариантах. Вычисления
выполнялись на трех разрядных сетках: 64-бито-
вой (обычная двойная точность, 16 десятичных
знаков), 80-битовой (расширенная точность,
19 десятичных знаков) и 128-битовой (четверная
точность, 34 десятичных знака). Для численного
интегрирования применялся метод Эверхарта
(Everhart, 1985), причем порядок метода задавал-
ся в зависимости от используемой разрядной сет-
ки 15, 19 и 31. Интегрирование выполнялось на
интервал времени от начальной эпохи элементов ор-

биты (март–апрель 2017 г.) и до конца периода, охва-
тываемого эфемеридами DE436 (январь 2650 г.). Вы-
дача координат производилась путем выхода из
интегратора через каждые 100 сут. Далее выпол-
нялось сравнение координат, выданных при пря-
мом и обратном интегрировании на одни и те же
моменты времени, путем вычисления модуля их
разности Δr.

На рис. 1 приведены графики Δr, полученные в
результате прямого и обратного интегрирования
движения астероида 2017 FN128 на 64-битовой
разрядной сетке.

Кривая 1 на рис. 1 и последующих рисунках озна-
чает использование исходных эфемерид DE436, а
добавление буквы “а” означает применение кор-
ректировки шага интегрирования в соответствии
с границами эфемеридных интервалов интерпо-
лирования. Как видно из рис. 1, в данном случае
применение указанной корректировки позволяет
значительно (на 3–4 порядка) повысить точность
численного интегрирования уравнений движения.

На рис. 2 приведены результаты аналогичного
сравнения при расчетах на 80-битовой разрядной
сетке. Рис. 2 содержит новое обозначение: кривая 2
здесь и на последующих рисунках означает ис-
пользование сглаженных эфемерид DE436.

Как видно из рис. 2, использование 80-бито-
вой разрядной сетки позволяет значительно по-
высить точность интегрирования по сравнению с
использованием 64-битовой сетки (рис. 1), одна-
ко применение корректировки шага, а также

Рис. 1. Результаты сравнения прямого и обратного
интегрирования на 64-битовой разрядной сетке для
астероида 2017 FN128.
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Рис. 2. Результаты сравнения прямого и обратного
интегрирования на 80-битовой разрядной сетке для
астероида 2017 FN128.
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сглаженных эфемерид, практически не приводит
к повышению этой точности.

На рис. 3 приведены результаты расчетов на
128-битовой сетке.

Как видно из рис. 3, использование 128-бито-
вой разрядной сетки позволяет значительно по-
высить точность численного интегрирования по
сравнению с использованием 64- и 80-битовых
сеток (рис. 1 и 2). Однако применение корректи-
ровки шага при использовании исходных эфеме-
рид практически не изменяет этой точности (кри-
вые 1 и 1а расположены почти одинаково). Ис-
пользование сглаженных эфемерид (кривая 2)
также не приводит к повышению этой точности.
И только использование сглаженных эфемерид
совместно с корректировкой шага (кривая 2а) по-
вышает точность численного интегрирования
приблизительно на 10 порядков.

На рис. 4–6 приведены результаты аналогич-
ных расчетов для астероида 2017 FO63.

Как видно из рис. 4–6, результаты, получен-
ные для астероида 2017 FO63, качественно повто-
ряют результаты, полученные для астероида 2017
FN128 (рис. 1–3), однако имеют и некоторые ко-
личественные отличия. Так, падение точности
численного интегрирования для астероида 2017
FO63 в целом заметно больше, чем для астероида
2017 FN128, что, по-видимому, вызвано значи-
тельно большим эксцентриситетом орбиты. Вве-
дение корректировки шага при интегрировании
на 64-битовой сетке (рис. 4) повышает точность
интегрирования лишь приблизительно на поря-

док. Использование же 80-битовой разрядной
сетки (рис. 5) приводит к тому, что результаты,
полученные как со сглаженными эфемеридами,
так и с исходными, а также как с корректировкой
шага, так и без нее, практически не отличаются
друг от друга, хотя в целом они примерно на три
порядка точнее, чем при использовании 64-бито-

Рис. 3. Результаты сравнения прямого и обратного
интегрирования на 128-битовой разрядной сетке для
астероида 2017 FN128.

Δr, a. e.

0
  10–31

T, годы
54045036027018090 630

1

1a

2

2a

10–17

10–18

10–19

10–20

10–21

10–22

10–23

10–24

10–25

10–26

10–27

10–28

10–29

10–16

10–30

Рис. 4. Результаты сравнения прямого и обратного
интегрирования на 64-битовой разрядной сетке для
астероида 2017 FO63.
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Рис. 5. Результаты сравнения прямого и обратного
интегрирования на 80-битовой разрядной сетке для
астероида 2017 FO63.
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вой сетки (рис. 4). Наконец, при расчетах с чет-
верной точностью (рис. 6) использование сгла-
женных эфемерид и корректировки шага по от-
дельности, как и для объекта 2017 FN128 (рис. 3),
не приводит к заметному повышению точности
численного интегрирования. И только их сов-
местное применение (кривая 2а) приводит к ее
повышению примерно на 10 порядков.

Проведенное исследование позволяет заклю-
чить, что при численном интегрировании уравне-
ний движения астероидов с использованием при
учете возмущений каких-либо эфемерид больших
планет и Луны шаг численного интегрирования
должен быть согласован с границами эфемеридных
интервалов интерполирования. Особенно это каса-
ется случая, когда расчеты выполняются с традици-
онной двойной точностью – как было показано вы-
ше (рис. 1, 4), точность интегрирования с исполь-
зованием соответствующей корректировки шага
может быть повышена на несколько порядков.

При расчетах с расширенной точностью (80-би-
товая разрядная сетка) применение корректиров-
ки шага, а также сглаженных эфемерид, не при-
водит (рис. 2, 5) к заметному повышению точно-
сти численного интегрирования. По-видимому,
объясняется это тем, что повышение все-таки
происходит, но примерно на ту же величину (око-
ло трех порядков), что и повышение за счет заме-
ны разрядной сетки с 64-битовой на 80-битовую.
В итоге повышение точности за счет сглаживания
эфемерид и введения корректировки шага “теря-
ется” на фоне повышения точности за счет расши-
рения разрядной сетки и само по себе не видно.

В случае расчетов с четверной точностью, все
более часто применяемых в небесной механике,
помимо корректировки шага следует использовать
эфемериды, в которых сохраняется непрерыв-
ность координат объектов и их первых производ-
ных с указанной точностью на границах смежных
интервалов интерполирования. Использование
таких эфемерид совместно с корректировкой шага
позволяет интегрировать уравнения движения с
максимально возможной точностью, обеспечива-
емой 128-битовой разрядной сеткой. Как видно
из рис. 3 и 6, эта точность примерно на 10 поряд-
ков выше, чем точность интегрирования при ис-
пользовании исходных эфемерид. Очевидно, что
для этого эфемериды сами по себе должны быть
128-битовыми, т.е. содержать коэффициенты чет-
верной точности.
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Рис. 6. Результаты сравнения прямого и обратного
интегрирования на 128-битовой разрядной сетке для
астероида 2017 FO63.
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